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In this paper we study the functions which operate on Re A (the space of 
real parts of elements of a Banach function algebra A). We prove as our main 
result that if A is uniform or if A is ultraseparating, then only linear functions 
operate boundedly. We finally obtain a dichotomy for symbolic calculus on 
C?(K), where K is a compact subset of the unit circle T and e(K) denotes the 
space of those continuous functions f on K which admit a continuous extension 
to T whose Fourier conjugate is continuous. 
INTRODUCTION 
Soit A une algebre de Banach de fonctions complexes sur un 
compact X. Mon but est d’etudier l’ensemble, note Re A, des parties 
reelles des elements de A. 
Le travail est divise en trois parties. Dans la premiere partie je 
regroupe les definitions et notations essentielles, puis j’etudie l’empile- 
ment d’espaces de Banach, outil de base pour la suite. 
La deuxieme partie contient essentiellement une generalisation aux 
algebres de Banach d’un theoreme de Hoffman et Wermer [l]. Le 
resultat que j’obtiens est le suivant: 
THBORBME (Theorem 2, Section 2.2) [2]. Soit A une a@bre de 
Banach de fonctions complexes SW un compact X, avec A # C(X). 
Alors Re A n’est pas fume’ pour la convergence uniforme sur X. 
Toujours dans cette deuxieme partie je montre comment ce rtsultat 
peut s’utiliser en analyse harmonique. 
Dans la troisieme partie j’utilise le thtoreme precedent pour Ctudier, 
en utilisant systematiquement une notion d’ultraseparation, le calcul 
symbolique sur Re A. Dans le cas particulier oh A est une algebre 
uniforme les resultats obtenus peuvent se resumer ainsi: 
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THI?O&ME (Theorem 6, Section 3.2) [3]. Soit A une algBbre 
umyorme SW un compact X. Si A # C(X), seules les fonctions afines 
ophnt de fagon borne’e sur Re A. 
THGORBME (Theorem 10, Section 3.4) [3]. Soit A une algtbre 
uniforme sur un compact X. Si A f C(X), Re A n’est pas re’ticulk 
(i.e., v(t) = 1 t 1 n’optre par sur Re A). 
Remarquons qu’en fait j’obtiens ces deux theoremes dans un cadre 
qui contient certaines restrictions d’algebres uniformes. Remarquons 
aussi que le second de ces deux theoremes ne parait pas Ctre un 
corollaire formel du premier: en effet je ne sais pas si la fonction 
F(t) = 1 t 1, lorsqu’elle opere, le fait de facon born&e. 11 me faut done 
mettre au point une technique de localisation, inspiree par celle 
utilisee en Analyse harmonique pour le calcul symbolique sur les 
algebres de groupe. 
Dans cette troisieme partie j’utilise enfin les resultats precedents 
pour Ctudier la conjugaison harmonique classique, ce qui me permet 
de montrer la dichotomie suivante (Je note C(T) l’espace des fonctions 
continues sur T dont la conjuguee f, (C’“, sgn(n)f(n) eime), est 
continue, et, pour tout compact K C T, C(K) l’espace des restrictions 
a K des elements de C(T)): 
THBO~ME (Theorem 12, Section 3.5). Si e(K) # C(K) (c’est-d- 
dire si K n’est pas de mesure de Lebesgue nulle) alors seules les fonctions 
afines (ax + bY + c), ophent sur c(K). 
Un outil important dans cette troisieme partie est un theoreme de 
de Leeuw et Katznelson [4] dont je rappelle la demonstration en 
appendice. 
Signalons enfin que dans la troisieme partie je n’utilise, de la 
deuxieme partie, que le Theo&me 2 (Section 2.2). 
1 BRE PARTIE 
1.1. Notations et Dt!!nitions 
Dans tout l’article X designera un espace topologique compact. 
Nous noterons C(X) (resp. C,(X)) l’algebre sur C (resp. sur R) des 
applications continues de X dans C (resp. dans R), muni de la norme 
de la convergence uniforme sur X. Pour tout f E C(X), pour tout 
KC X, nous noterons: 
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Nous appellerons espace de Banach de fonctions reelles (resp. com- 
plexes) sur X tout sous-espace vectoriel sur R de C,(X) (resp. sur C 
de C(X)), muni d’une norme qui d’une part le rende complet, d’autre 
part soit plus jke que celle de la convergence uniforme sur X. Nous 
supposerons de plus que cet espace contienne les constantes et skpare 
les points de X. 
Une ai$bre de Banach de fonctions complexes (resp. reelles) sur X 
est un espace de Banach de fonctions complexes (resp. reelles) qui 
soit clos par produit (Le produit est alors continu, l’application 
bilineaire (f, g) -+ fg ayant un graphe ferme). 
Une algbbre uniforme SW X est alors une algebre de Banach de 
fonctions complexes sur X qui soit fermee pour la convergence uniforme 
sur X. 
Etant don& A, espace de Banach de fonctions reelles (ou complexes) 
sur X, pour tout sous-compact K de X nous noterons A/K l’espace des 
restrictions a K des elements de A, muni de la norme NK definie a 
partir de la norme N sur A par: 
NK(f) = inf{N(J); JG A, flK = f]. (1) 
A/K est alors un espace de Banach de fonctions reelles (resp. com- 
plexes) sur K. 
Etant donne A, espace de Banach de fonctions complexes sur X, 
nous noterons Re A l’espace des parties rtelles des elements de A, 
muni de la norme N, definie a partir de la norme N sur A par: 
N,.(U) = inf{N(f); f E A, Ref = u}. (2) 
Re A est alors un espace de Banach de fonctions reelles sur X. 
Etant donne un espace de Banach A de fonctions reelles (resp. 
complexes) sur X, nous dirons qu’une fonction y op&e sur A si y est 
une application continue d’un ouvert de R dans R (resp. de C dans C) 
telle que pour tout f E A a valeurs dans le domaine de q, ‘p 0 f E A. 
Nous dirons que y op&e de fagon bornke sur (une boule de) A si on 
a, N designant la norme sur A: 
301 > 0, 3M t.q. fe A et N(f) < 01 entraine N(v of) < M. 
1.2. Empilement d’espaces de Banach de fonctions 
Soit E un espace de Banach de fonctions reelles sur X. Nous 
noterons Z”(N, E) l’espace des suites bornees (pour notre norme 
d’espace de Banach sur E) d’elements de E. La norme sur E Ctant 
plus$ne que celle de la convergence uniforme sur X, on a: 
Z”(N, E) C Z”(N, C,(X)). (1) 
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Notons /3(N x X) 1 e compactifie de Stone-Cech de l’espace 
topologique produit N x X (N etant muni de la topologie discrete et X 
de sa topologie compacte). Tout Clement (fw}nsN de Z”(N, C,(X)), 
consider6 comme fonction continue born&e sur N x X, admet une 
extension continue unique f sur /I(N x X). Dans la suite nous identi- 
fierons systematiquement (fn}ncN et la fonction f ainsi associee, ce 
qui nous permet d’ecrire: 
W, C,(X)) = C&W x X)). (2) 
Si A est un espace de Banach de fonctions complexes sur X, des 
identifications analogues nous permettent d’ecrire: 
P(N, A) C P(N, C(X)) = C(P(N x X)) (3) 
et la definition de la norme N, sur Re A a partir de celle, N, sur A 
[voir Section 1, formule (2)] nous permet d’ecrire: 
Z”(N, Re A) = Re P(N, A) (4) 
la prise de parties reelles dans le deuxieme membre de cette CgalitC 
pouvant d’ailleurs &tre faite soit sur N x X, soit sur /I(N x X). 
Remarque. Z”(N, E) (ou Z”(N, A)) est un espace de Banach 
(norme N obtenue a partir de celle, N, sur E, par fl(un}nEN) = 
sup{N(f,); 1z E N)) qui contient les constantes sur /3(N x X), mais ne 
&pare pas forcement les points de /3(N x X): ce phenomene sera 
CtudiC dans la 3eme partie. 
Nous utiliserons dans la suite, de facon fondamentale, la proposition 
suivante: 
PROPOSITION 1 [2]. Soit E un espace de Banach de fonctions rt?elles 
(resp. complexes) SUY X. Si Z”(N, E) est dense dans C&?(N x X)) 
(resp. dam C(j?(N x X))) alors E = C,(X) (resp. C(X)). 
Demontrons cette proposition dans le cas reel (la demonstration est 
la mCme dans le cas complexe). Choisissons un nombre E E IO, l[. Le 
fait que Zm(N, E) soit dense dans C&I(N x X)) signifie que pour 
toute suite {h,JneN d’C1Cments de C,(X) avec 1) h, [lx < 1 pour chaque 
n, il existe k > 0 et une suite {EL~}%~ d’C1Cments de E telle que, 
notant N la norme sur E, on ait pour chaque n: 
N(u,) < h et 
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On deduit immediatement de lh qu’il existe k > 0 tel que: 
Vh E C,(X) avec 11 h/Ix < 1, 3u E E t.q. N(u) < k et 1) h - u I/r < c. 
Soit alors h E C,(X): il existe zlr E E tel que: 
WJ G h II h IIx et II h - % IIX < E II h IIX * 
Approchant maintenant h - u1 on obtient u2 E E tel que: 
W2) < he II h IIx et II h - 04 + %)lIx G E2 II h IIX * 
De proche en proche on d&nit une suite {Us},,, d’elements de E telle 
que: 
N(un) < W-l I/ h /lx et II h - i %I IIX G E” II h IIX * 
1 
La serie C,” up definit alors un Clement u de E et on a u = h. 
C.Q.F.D. 
%ME PARTIE 
2.1. Un thkorhme de Hoflman et Wermer 
Nous allons redemontrer ici (par une methode Clementaire n’utilisant 
pas la decomposition antisymetrique) un theoreme de Hoffman et 
Wermer sur les algebres uniformes [I], thCor&me que nous Ctendrons 
aux algebres de Banach dans le paragraphe suivant. 
THBOR~ME [l]. Soit A une algbbre uniforme sur un compact X, 
d@rente de C(X). Al ors Re A n’est pas fermk pour la convergence 
uniforme sur X. 
Dkmonstration. Puisque A # C(X), la sous-algebre autoadjointe 
A* de A, definie par 
A* = {fE A;Je A}, 
ne .&pare pas les points de X (Stone-Weierstrass). Done il existe une 
classe K de X, pour la relation d’equivalence sur X definie par A* 
(x "Y si f(x) =fW P our tout f E A*), telle que K ne soit pas 
reduit ii un point. 
A* &ant autoadjointe, K est intersection d’ensembles pits pour A*, 
done pour A (Pour chaque x 4 K, prendre f, E A* nulle sur K, non 
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nulle en x, puis considerer h, = 1 - f,” x 11 f,” ]l;l, h, “pique” 
sur K). A separant les points de K (non reduit a un point), on peut 
choisir x0 et x1 E K tels que: 
(On prend g E A, non constante sur K, s’annulant en au moins un 
point de K. On chosit x0 tel que g(x,,) = 0 puis x1 tel que 1 g(x,)l = 
II g IIK * Considerer ensuite g, definie par gi(x) = g(x) x (g(xi))-1. 
Pour chaque E > 0, on obtient fc E A satisfaisant a (1) en multipliant 
g, par une nombre fini de fonctions “piquant” sur K, bien choisies. 
Remarquons d’ailleurs que des arguments classiques d’algitbre de 
fonctions permettent d’obtenir (1) pour E = 0). 
De (1) on deduit: 
VM > 0, 3h E A t.q. 11 Re h IIx < 1, h&J = 0, 1 h(x,)l > M. (2) 
(11 suffit de choisir un polynome P envoyant le disque unite ferme de 
C dans la bande - 1 ,< Re x < + 1, et tel que I P( 1)j > M. Pour E 
assez petit, h = P 0 (fJ1 + E) satisfait a (2)). 
Utilisons maintenant le fait que, Re A &ant ferme pour la norme 
uniforme sur X, l’application R-lineaire f -+ Re f de A sur Re A est 
ouverte (pour les normes uniformes). Done il existe une constante 
K telle que: 
VuEReA, 3’ E A t.q. Re h’ = u et II h’ Ilx G k II u Ilx . (3) 
Choisissons alors h E A satisfaisant a (2) avec M = 2k + 1, puis h 
satisfaisant a (3) pour u = Re h, on obtient alors un Clement de A*, 
precisement h - h’, qui &pare x,, et x1 . Ceci contredit la definition 
de K. C.Q.F.D. 
Du theoreme precedent on deduit immediatement le corollaire 
suivant : 
COROLLAIRE 1. Soit A une sous-algdbre de C(X), skparant les points 
et contenant les constantes. Si Re A est fermkpour la convergence uniforme 
sur X, alors A est dense dans C(X) et Re A = C,(X). 
Remarques. Browder [5] a don& de ce theoreme 1 une demonstra- 
tion d’un autre type (analyse fonctionnelle). Sidney et Stout [6] ont 
etendu ce theoreme 1 aux algebres restrictions d’algebres uniformes 
(voir aussi Glicksberg [7] pour une extension a des ideaux). On peut 
aussi lire d’autres demonstrations dans [8] et dans [9]. 
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2.2. Re A = C,(X) + A = C(X) 
Nous allons deduire du theoreme de Hoffman et Wermer le resultat 
suivant (dont nous donnerons une extension aux espaces de Banach 
dans la 3&me partie (Proposition 8, Section 3.2). 
THBOR~SME 2 [2]. Soit A une algBbre de Banach de fonctions 
complexes SW X. Si Re A est fermi’ pour la convergence uniforme sur X, 
alors A = C(X). 
De’monstration. D’aprb le theoreme de Hoffman et Wermer 
(Corollaire 1, Section 2.1) on a forcement: 
Re A = C,(X). (1) 
D’apres le theoreme du graphe ferme la norme uniforme sur X est 
Cquivalente a la norme obtenue sur Re A a partir de celle donnee sur A 
(formule (2), Section l.l), done d’aprb la formule (2) du Section 1.2, 
on a: 
P(N, Re A) = C&(N x X)). (2) 
D’aprb la formule (4) du Section 1.2, on a done: 
Re Z”(N, A) = C&(N x X)). (3) 
On en deduit tout d’abord que Z”(N, A) s&pare les points de 
/3(N x X), puis, appliquant le theoreme de Hoffman et Wermer 
(Corollaire 1, Section 2.1) a Z”(N, A), que: 
I”(N, A) est dense dans C(/3(N x X)). (4) 
La Proposition 1 (Section 1.2) nous permet de conclure que A = C(X). 
C.Q.F.D. 
Ce theoreme admet comme corollaire immediat le resultat suivant 
de Wik [lo], q ue nous Ctendrons aux groupes localement compacts 
abeliens dans le Section 2.4: 
COROLLAIRE 2. Soit K un sous-compact du tore T. Supposons que 
K soit un ensemble de Helson (i.e., que toute fonction continue sur K 
puisse s’krire CT”, a, eine avec C 1 a, 1 < + 00) alors toute fonction 
continue sur K peut s’kcrire xi” b, ein* avec C 1 b, j < + 00. 
DCmonstration. Notons A = A(T) = {f E C(T); C If(n)/ < + co} 
et A+ = A+(T) = {f E A(T); Vn < 0, f(n) = O}. Ce sont Ia deux 
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algebres de Banach de fonctions complexes sur T. On vkifie aisement 
que Re A = Re A+. Si K est un ensemble de Helson, A/K = C(K), 
done Re A/K = C,(K), done Re A+/K = C,(K) et, d’aprb le 
Theo&me 2, on a A+/K = C(K). C.Q.F.D. 
Indiquons comment la technique utilisee pour deduire le 
ThCoreme 2 du theoreme de Hoffman et Wermer permet aussi de 
deduire de ce dernier le theoreme suivant de Wermer [l I]: 
THBORBME 3. Soit A une a&%-e uniforme SW X. Si A # C(X), 
Re A n’est pas clos par produit. 
Dkmonstration. Supposons Re A clos par produit. D’aprb le 
theoreme du graphe ferme, le produit est continu sur Re A (muni de 
la norme definie par la formule (2) du Section 1.1). On a done: 
Zm(N, Re A) est une sous-algebre de C,@(N x X)). (5) 
11 nous suffit maintenant de montrer que Zm(N, Re A), qui contient 
bien stir les constantes, &pare les points de /3(N x X) (en effet, 
d’aprb le theoreme de Weierstrass-Stone, Z”(N, Re A) est alors 
dense dans C#(N x R)), d one Re A = C,(X) d’apres la Proposi- 
tion 1 du Section 1.2, done finalement A = C(X) d’aprb le thtoreme 
de Hoffman et Wermer). 
Et le fait que Zm(N, Re A) &pare les points sur /3(N x X) peut 
s’obtenir de la facon suivante (voir aussi le Corollaire 3 et la Proposi- 
tion 6 du Section 3.1). 
Soient @ et @’ deux points distincts de /3(N x X). 11s admettent des 
voisinages compacts disjoints K et K’. Notons pour chaque n 
K, = K n {{n> x X> et K,’ = K’ n {{n] x x>. Puisque Re A est 
dense dans CR(X) (par Weierstrass-Stone) il existe, pour chaque n, 
fn E A telle que: 
Refn 3 0 sur K, Refn < 1 sur K,, Refn > 2 sur K,‘. 
La suite g, = exp(--f,) definit un Clement F de Z”‘(N, A) tel que: 
1 F(Q)/ > e-l et IF(W)\ < ec2. 
Enfin Re(F/F(@)) t es un Clement de E”(N, Re A) qui &pare @ et @‘. 
C.Q.F.D. 
Nous dhelopperons dans la 3eme partie d’autres applications de 
cette idCe de demonstration, dans le but d’une part d’etendre ce 
theoreme de Wermer a certaines algebres restrictions d’algkbres 
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uniformes, d’autre part de le considerer comme cas particulier de 
I’Ctude du calcul symbolique sur Re A. 
2.3. Re A = Re B +- A = B ? 
On peut donner des exemples de la situation suivante: A et B sont 
deux algebres de Banach de fonctions complexes sur X telles que 
A C B et Re A = Re B et pourtant A + B. 11 suffit de prendre 
X = T, pour A les series de Taylor absolument convergentes 
(restreintes au cercle T) et pour B les series de Fourier absolument 
convergentes. Cette situation peut aussi se produire lorsque A est 
uniforme et B une algebre restriction d’algebre uniforme (prendre 
pour A l’algebre du disque et pour B l’algebre de l’anneau 3 < x < 1, 
toutes deux restreintes au cercle T). 
Nous allons neanmoins deduire des theoremes precedents que la 
reponse a la question poke en titre est oui si A et B sont uniformes. 
Plus gCnCralement on a: 
THBORBME 4 [12]. S oient A et B deux algbbres de Banach de 
fonctions complexes SW X, telles que A C B et Re A = Re B. Si l’une 
ou l’autre des hypotheses H, ou H, ci-dessous est satisfaite, alors A = B: 
H,: B est uniforme sur X, 
H,: A est unsforme sur X et B* = {f E B; f E B} est fermee dam B 
(pour la norme de Banach de B) 
Remarque. On peut facilement montrer que ce Theo&me 4 reste 
vrai si on ne suppose plus que A et B contiennent les constantes et 
s&parent les points de X. On peut aussi l’utiliser si X n’est pas compact 
(quitte a le compactifier) (pour plus de precisions voir [12]). 
Demonstration. Notons B* = {f E B;~E B} (f designant la fonc- 
tion conjuguee de f sur X) et A’ = A IT B*. 
On verifie facilement que le fait que A C B et Re A = Re B 
entraine Re A’ = Re B*. Nous allons en deduire que, moyennant 
l’une ou l’autre des hypotheses H, ou H, , on a alors A’ = B*: 
Notons X le compact quotient de X par la relation d’equivalence 
definie par B* (x “Y sift4 =f(r> P our tout f E B*). Via une 
identification naturelle on a: 
A’ C B* C C(x). 
A’ et B* sont alors deux algebres de Banach de fonctions complexes 
sur X, telles que A’ C B* et Re A’ = Re B*. 
Si l’hypothese H, est satisfaite, B* est uniforme sur X, mais elle 
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est de plus autoadjointe, done B * = C(x), done A’ = C(x) d’aprb 
le ThCoreme 2. 
Si l’hypothese Ha est satisfaite, le theoreme du graphe ferme montre 
que A’ est uniforme sur X. Mais Re A’ est une algebre, (comme 
Re B*), done d’apres le Theo&me 3, A’ = B*. 
Pour conclure la demonstration, il suffit d’observer que A’ = B* 
et Re A = Re B entrafne A = B (verification facile). 
2.4. Applications d l’analyse harmonique 
Nous nous proposons de montrer tout d’abord un theoreme qui 
Ctend aux groupes localement compacts abeliens le theoreme de Wik 
rappel6 dans le paragraphe 2.2. 
Soit r un groupe localement compact abelien. Notons G son dual. 
Supposons donnee une partie borelienne G+ de G, satisfaisant 8: 
Gf + G+ C G+ et G+U(-G+) = G. 
Notons B(T) (resp. B+(r)) 1 ‘ensemble des transformees de Fourier fi 
des mesures bornees p sur G (resp. de mesures born&es concentrees 
sur Gf). B(T) t es une algebre (Banachisable) de fonctions continues 
born&es sur r. B+(T) en est une sous-algebre (fermee). 
Soit F une partie de .l’. Notons C,(F) l’algebre des fonctions unifor- 
mement continues sur F pour la structure uniforme definie sur F par 
B(T). Nous dirons que F est d’interpolation pour B(T) (resp. pour 
B+(T)) si B(I’)/F = C,(F) (resp. B+(r)/F = C,(F). Nous pouvons 
Cnoncer le theoreme: 
THGORBME 5. Soit F une partie de r. Les trois assertions uivantes 
sont e’quivalentes: 
(i) F est d’interpolution pour B(r), 
(ii) F est d’interpokztion pour B+(r), 
(iii) B+(r)/F tf es ermtfe pour la convergence uniforme SUY F. 
Dbmonstration. Montrons tout d’abord que Re B(r) = Re B+(r): 
soit u E Re B(r). 11 existe une mesure TV sur G telle que u = (p + &)/2. 
Soit, en posant p‘ = (p + @)/2, u = fi’. (p designe la mesure definie 
par p(E) = p(-E)). Notons alors cur et pa les restrictions de p’ a 
G+ et au complementaire de G+ et posons: 
On verifie aisement que D E B+(r) et u = Re 9, done que 
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u E Re B+(r). 0 n a done Re B(r) C Re B+(r) et l’inclusion inverse 
est triviale. 
Notant B(F) et B+(F) 1 es algebres restrictions de B(r) et B+(r) a F, 
on a alors sur F: 
Re B(F) = Re B+(F). 
Le fait que (i) * (ii) provient alors du ThCoreme 4 (Section 2.3) 
applique avec son hypothbe H, . Le fait que (iii) 3 (i) provient du 
ThCoreme 4 (Section 2.3) applique avec son hypothbe H, et du 
theoreme de Stone-Weierstrass. L’implication (ii) * (iii) est triviale. 
C.Q.F.D. 
Remarque. On peut Cnoncer un theoreme analogue lorsqu’on 
remplace B(r) (et B+(r)) p ar certaines sous-algebres, par exemple, 
A,(r) et &,,+(I’) ( w d’ ‘g esr ne une mesure positive (bornee ou non) sur G 
telle que Ll(w) soit une algebre symetrique). Le fait que les algebres en 
question ne soient Cventuellement pas unitaires n’empeche pas 
d’appliquer le theoreme 4 (cf. remarque suivant le Theoreme 4). 
On peut se demander ce qu’il peut rester du theoreme precedent 
si on n’astreint plus G a la condition G+U( - G+) = G. Un modele 
de cette situation est fourni par r = Ta, G = Z2 et G+ = Z+ x Z+ 
(premier quadrant). Dans ce cas la II+( que nous noterons A++(T2), 
peut &tre identifie a I’algebre des series de Taylor absolument conver- 
gentes sur le polydisque D2. Hedberg [13, 141 a montre, en deplacant 
des “courbes de Kahane” , qu’il existe un compact K de T2 qui soit 
de Helson, mais non d’interpolation pour A++(T2). Nous nous 
proposons ici de montrer, grace au ThCoreme 2 (Section 2.2) qu’une 
“courbe de Kahane” est toujours d’interpolation pour A++(T2). 
Precisons: 
D~~FINITION. Appelons “courbe de Kahane” toute courbe de T2 
definie par (6, = vr(t), 0a = p)s(t)} ou or et ~a sont deux applications 
continues de I = [0, l] dans T telles que, pour tout f E C(I), il existe 
g, E A(T) et g, E A(T) avec: 
f= gl"% +i!z"9J2 
(J. P. Kahane a montre [15] l’existence de telles courbes-avec en 
plus vI et v dans lip,(cu < Q)). Une telle courbe est trivialement un 
Helson. Montrons que, en plus: 
PROPOSITION 2. Toute “cowbe de Kahane” est d’interpolation pour 
A++(T”). 
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Dbmonstration. Notons A, (resp. A,) la sous-algebre de C(I) 
form&e des g o v1 (resp. g o ~a) lorsque g parcourt A(T). On a alors par 
hypothbe: 
A, + A, = C(I). (1) 
Notons A,+ (resp. A,+) la sous-algebre de C(I) form&e des g 0 v1 
(resp. g 0 I& lorsqueg parcourt A+(T) (elements de A(T) B coefficients 
de Fourier nuls hors de Z+). On a bien sQr Re A, = Re A,+ et 
Re A, = Re A,+. On deduit done de (1) que: 
Re(A,+ + A,+) = C,(l). (2) 
Notons alors B = {g o (ql, q2); g E A++(T2)}. On a bien stir 
B 3 A,+ + A2+, done d’apres (2) on a: 
Re B = C,(I). (3) 
Mais B est une algebre de Banach de fonctions complexes sur 
I, done d’apres le ThCoreme 2 (Section 2.2), on a: 
B = C(I). (4) 
Mais (4) signifie que la courbe de T2 definie par (vr , y2) est d’inter- 
polation pour A++(T2). C.Q.F.D. 
On deduit de la qu’il existe deux fonctions continues v1 et v2 SW 
l’intervalle I = [0, 11, telles que toute fonction continue f sur I s’krive: 
~&ME PARTIE 
3.1. Espaces ultraseparants de fonctions continues 
DEFINITION. Soit E un espace de Banach de fonctions reelles 
(resp. complexes) sur X. Nous dirons que E est ultrasbparant sur 
X si P(N, E) (cf. Section 1.2) s&pare les points de /3(N x X) [16]. 
Avec notre terminologie, l”(N, E) est alors un espace de Banach de 
fonctions reelles (resp. complexes) sur /?(N x X). 
Les propositions ci-dessous fournissent des exemples d’algebres 
ultrastparantes: en particulier l’algebre du polydisque restreinte a 
tout sous-compact K du tore T”: 
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PROPOSITION 3. Soit A une algkbre uniforme sur X. Si A est 
modulaire SW X (i.e., si 1 A 1, ensemble des modules d’ele’ments de A, est 
uniformement dense darts C,,+(X)) I a ors A est ultraseparante sur X. 
Demonstration. Du fait que 1 A 1 est dense dans C,+(X), l’ensemble 
Z”(N, / A I) des suites bornees-en norme uniforme sur X-d’C1Cments 
de 1 A I est dense dans C,+(/3(N x X)). Mais, puisque A est uniforme: 
QN, I A I) = I W, 4. 
Done ] Zm(N, A)\, et a fortiori Z”(N, A), s&pare les points de /I(N x X). 
Nous aurons surtout a utiliser la consequence suivante de cette 
proposition: 
COROLLAIRE 3. Soit A une alg&bre uniforme sur X. Si A est de 
Dirichlet sur X (i.e., Re A dense darts C,(X)) alors A est ultraseparante 
sur X. 
Demonstration. En effet, toute algebre uniforme de Dirichlet est 
modulaire puisque, avec des notations hidentes, exp Re A C 1 A (. 
La proposition suivante fournit alors des exemples d’algebres non 
uniformes, mais ultradparantes. 
PROPOSITION 4. Soit A un espace de Banach de fonctions reelles 
(ou complexes) sur X, ultraseparant sur X. Si K est un sow-compact de 
X, A/K est ultraseparant sur K. 
Demonstration. Par definition de la norme sur A/K (formule (1) du 
Section 1.2), Zm(N, A/K) t es en effet la restriction de Z”‘(N, A) g 
PW x K)-~1 on g 6 canoniquement dans p(N x X). On en deduit le 
resultat. 
Signalons maintenant qu’une algebre de Banach de fonctions 
reelles (resp. complexes et autoadjointe) sur X, differente de C,(X) 
(resp. de C(X)) n’est jamais ultraseparante: en effet l’ultraseparation 
permettrait d’appliquer le theoreme de Weierstrass-Stone sur 
/3(N x X), d’oh une contradiction avec la Proposition 1 (Section 1.2). 
Signalons encore la proposition suivante: 
PROPOSITION 5. Soit A une algdbre de Banach de fonctions complexes 
sur X, ultraseparante sur X. Si KI et K2 sont deux sow-compacts de X 
qui soient d’interpolationpour A (i.e., A/K, = C(K,)) alors K = KI u K2 
est d’interpolation pour A. 
Demonstration. Notons 2 = Zm(N, A) et I& = p(N x Kg) pour 
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i = 1, 2. On a de facon canonique I& C /3(N x X) et A/& = 
Zm(N, A/I&) par definition de la norme sur A/K, . Done 
a/lz* = C($) pour i = 1 ou 2. (1) 
Mais A &ant ultraseparante, l’algebre A s&pare les points sur 
/3(N x X), done on deduit de (1) que: 
A/K1 u ri2 est dense dam C(KI u x2). (2) 
Mais 
El u && = /3(N x (i& u I&)) et A/I?, u I& = P(N, A/K, u K,) 
done A/K, u Ks = C(K, u Ks) d’aprb la Proposition 1. C.Q.F.D.. 
De la formule (2) du Section 1.2, on deduit immediatement que: 
PROPOSITION 6. Soit A un espace de Banach de fonctions complexes 
SW X. Si A est ultrasLparant SW X, Re A est ultraskparant sur X (et 
rtkiproquement). 
Remarquons enfin que si A est un espace de Banach de fonctions 
sur X une condition necessaire pour que A soit ultraseparant sur X 
est que la metrique de Gleason dA sur X associee a A soit uniformement 
discrete (dA est definie par da(x, y) = sup{/ f(x) - f( y)l ; f E A, 
N(f) < 1)). En effet supposons qu’il existe pour chaque n, x, et 
yn E X, distincts tels que da(xn , yn) + 0. Soit U un ultrafiltre non 
trivial sur N. U definit deux points x et y de /3(N x X) de la facon 
suivante: si h est une fonction continue sur /3(N x X) on pose: 
h(x) = lip h(n, x,) 
h(Y) = 1% 4% Yn) 
x et y sont diff&ents(prendre h definie par une suite born&e de fonctions 
continues h, telles que h,(x,J = 0 et h,(y,) = 1) et pourtant si 
f~ Z”(N, A) on a f(x) = f(y) (en effet 
I f(x) - f(Y)1 = 1p I fb %> - f(% ml 
et on a: If(n, xn) -f(n, y,)l < N(f,) x d,,(xm , yn) d’oh le resultat). 
3.2. Fonctions qui opkent de faGon born&e sur Re A 
Nous nous proposons de montrer un theoreme (Theo&me 7) qui 
nous donnera en particulier le resultat suivant (que l’on peut considerer 
comme une generalisation du Theo&me 3 (Section 2.2). 
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THBORBME 6 [3]. Soit A une algibre unijorme SUY X, d#&ente de 
C(X). Seules les fonctions afines (at + b; a E R, b E R) optrent de facon 
bornke SW Re A (Dkfkition, Section 1.1). 
Montrons tout d’abord la proposition suivante: 
PROPOSITION 7. Soit E un espace de Banach de fonctions rbelles 
SUY X, ultrasiparant SUY X. Si une fonction non afine opbre de faGon 
bornke SW E, E = C,(X). 
De’monstration. Soit v une fonction non affine operant de facon 
bornee sur E. v opere alors sur (une boule de) Z”(N, E). D’apres une 
extension du thCor&me de Weierstrass-Stone due A de Leeuw et 
Katznelson [4], ( voir ici l’appendice Section 3.6), Z”(N, E), puisqu’il 
separe les points de /3(N x X), est alors forcement dense dans 
GMN x -9). D one E = C,(X) d’apres la Proposition 1 (Section 1.2). 
Montrons maintenant le theoreme suivant, d’oh nous pourrons 
deduire le ThCoreme 6 annond, mais qui s’applique aussi aux algebres 
qu’on peut obtenir par les Propositions 3 et 4 (Section 3.1). 
TH~OF&ME 7 [3]. Soit A une algtbre de Banach de fonctions SUY X, 
ultrasdparante SUY X. Si A # C(X), seules les fonctions afines (at + b; 
a E R, b E R) opBrent de faGon born&e SW Re A. 
DCmonstration. D’aprb la Proposition 6 (Section 3.1) Re A est 
ultraseparant sur X. Done, si une fonction non affine operait de facon 
bornee sur Re A, on aurait, d’apres la proposition precedente, 
Re A = C,(X), d ‘ou enfin A = C(X) d’apres le Theoreme 2 
(Section 2.2). 
De’monstration du ThkoorBme 6. Si une fonction non affine operait 
sur Re A, Re A serait dense dans C,(X) (appendice, Section 3.6). 
Done A, qui est uniforme sur X, serait de Dirichlet, done ultra- 
separante sur X d’apres le Corollaire 3 (Section 3.1). On conclut par le 
ThCoreme 7. 
Remarque. Ces methodes nous permettent aussi d’ameliorer le 
ThCoreme 2 de la facon suivante: 
PROPOSITION 8. Soit A un espace de Banach de fonctions complexes 
SW X. Si Re A = C,(X) et A # C(X), se&es les fonctions afines 
a2 + b (a E C, b E C) opbrent de fagon bornke SW A (Nous savions dkj&-- 
The’orBme 2 (Section 2.2)-que A nepeut &e une ai@bre). 
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Demonstration. Du fait que Re A = C,(X), Re A est ultra- 
separant sur X, done A est ultraseparente sur X (Proposition 4 
(Section 3.1)). M ais A n’est pas une algebre d’aprb le Theo&me 2 
(Section 2.2) et enfin A n’est, Cvidemment, pas autoadjointe. La 
proposition est done une consequence immediate du theoreme suivant: 
PROPOSITION 9. Soit A un espace de Banach de fonctions fomplexes 
SUY X, ultraseparant sur X. Si A n’est pas une algebre seules les fonctions 
afines a2 + bZ + c (a, b, c E C) peuvent opk~ey de fqon bornee SW A. 
Demonstration. Si q opere de facon bornee sur A, y opere sur 
l”(N, A). Mais P(N, A), qui contient les constantes et &pare les 
points sur /3(N x X), n’est pas une algebre, done q~ est de la forme 
voulue d’apres l’appendice (Section 3.6). 
3.3. Fonctions qui opkrent SW Re A 
Les resultats du paragraphe precedent ne sont satisfaisants que 
dans la mesure ou on peut decider si une fonction v qui opere le fait, 
ou non, de facon born&e (sur une boule). Pour q(t) = t2 on le voit par 
le theoreme du graphe ferme (voir Theorem 3). Pour q(t) = 1 t 1, on 
ne voit pas comment conclure directement. Nous allons utiliser la 
notion d’espace de fonctions “normal”, et une methode inspiree de 
celles utilisees en analyse harmonique pour le calcul symbolique sur 
les algebres de Banach regulieres. 
DEFINITION. Soit E un espace de Banach de fonctions reelles (ou 
complexes) sur X. E est dit normal si pour tout couple de sous- 
compacts disjoints K et K’ de X on a la propriete suivante: 
VUEE/K, 3liEE tel que ZzjK = u et G/K’ = 0. 
Remarque. Si E n’est pas clos par produit, il ne suffit pas de 
supposer l’existence d’un Clement de E Cgal ii 1 sur K et 0 sur K’. 
DI~FINITION. Soit E un espace de Banach de fonctions reelles (ou 
complexes) sur X. Soit p une fonction operant sur E. On dira que 
v opbre de fagon bornee au point x,, E X s’il existe un voisinage compact 
K de x0 tel que v opere de facon born&e sur (une boule de) E/K. 
On a alors la proposition suivante: 
PROPOSITION 10. Soit E un espace de Banach de fonctions re’elles 
(ou complexes) SUY X. Supposons E normal. Soit y une fonction operant 
SUY E. I1 existe alors une partie finie @ de X telle que v opke de fagon 
born&e en tout point x,, $ @. 
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Dkmonstration. Supposons qu’il existe un ensemble infini en tout 
point duquel y n’opere pas de facon born&e. 11 existe alors une suite -- 
infinie de compacts K, tels que, pour chaque n, K, n (UpZnKp) soit 
vide et y n’opere pas de facon bornee sur E/K, . Notons pour chaque n: 
E,={uEE;u/K,=O Vp#nn). 
E &ant normal on a: 
E,IK, = E/K,, , 
Mais E, est une sous-espace ferme de E (car la norme N sur E est 
plus fine que celle de la convergence uniforme sur X) done En/&, est 
un espace de Banach pour la norme M, definie par: 
M,(U) = inf{N(zi); zi/K, = u, I E E,}. 
Cette norme etant plus fine que la norme de Banach NK, sur E/K% lui 
est alors Cquivalente par le theoreme du graphe ferme. 11 existe done 
k, > 0 tel que pour tout u E E/K, 
F operant de facon non bornee sur E/K, il existe, pour chaque n, 
u, E E/K, telle que: 
et 
Soit d’apres I’inCgalitC precedente: 
On peut done, pour chaque n, choisir z2, E E tel que: 
(i) 21, = 0 sur Kp , Vp # n, 
(ii) N(Un) < l/2”, 
(iii) tout prolongement de v(iz,)/K, en Clement de E soit de 
norme > n. 
Considerons alors u” = CzeE1 &: d’apres (ii) u” E E. D’aprbs (i) on a 
dWKt& = dw~n P our chaque n. D’aprb (iii) on a done N(q(u”)) > n 
pour tout n, ce qui est absurde. C.Q.F.D. 
Ceci nous permet d’enoncer la proposition suivante: 
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PROPOSITION 11. Soit E un espace de Banach de fonctions reelles 
sur X. Supposons E normal et ultrast!paparant SW X. Si une fonction non 
afine opke sur E, alors il existe une partie finie 1z1 de X telle que, pour 
tout x()6 0, il existe un voisinage compact KS, de x0 tel que 
JW:,~ = G(KzJ 
Demonstration. C’est 19 un simple corollaire des Propositions 4 
(Section 3.1), 7 et 10 (Section 3.3). 
Nous sommes maintenant en mesure d’enoncer le resultat suivant 
(qui complete le Theo&me 6). 
TH~ORBME 8. Soit A une algebre uniforme sur X, da#erente de 
C(X), telle que Re A soit normal sur X. Seules les fonctions a&es 
(at + b; a E R, b E R) opkwnt sur Re A. 
Demonstration. En effet si une fonction non affine opere sur Re A, 
Re A est dense dans C,(X), done ultraseparant sur X d’aprb le 
Corollaire 3 (Section 3.1). D’apres la Proposition 11 et le ThCoreme 2 
(Section 2.2) il existe done une partie finie @ de X telle que tout 
x,, 6 ,% admette un voisinage KS, avec A/K%. = C(K,.). A &ant 
uniforme on en deduit facilement que A = C(X). 
De facon plus g&kale nous allons montrer le fait suivant qui, 
comme nous le verrons, s’applique en particulier a l’algebre du 
disque: 
THBORBME 9. Soit A une algebre uniforme modulaire sur X, telle 
que Re A soit normal sur X. Soit K un sous-compact de X. On a alors la 
dichotomie: 
(i) Soit A/K = C(K); 
(ii) Soit seules les fonctions afines (at + b; a E R, b E R) opbrent 
sur Re A/K. 
Demonstration. Tout d’abord, A &ant uniforme modulaire sur X, 
Re A/K est ultraseparante sur K d’apres les Propositions 3, 4 et 6 
du Section 3.1. Supposons maintenant qu’il existe v non affine operant 
sur Re A/K. D’apres les Thtorbmes 2 (Section 2.2) et 9, on sait qu’il 
existe une partie afinie @ de K telle que tout x,j E K 1 rz~ admette 
un voisinage compact KzO avec A/K,. = C(K,.). On en deduit 
facilement que A/K = C(K) de la facon suivante: A &ant modulaire 
sur X, chaque K,,O est un ensemble pit pour A, done toute mesure sur 
K orthogonale a A a une trace nulle sur KG,, done a une trace sur K 
portee par 0. 0 &ant fini, toute mesure sur X orthogonale a A est 
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done nulle sur K. On sait qu’alors K est pit pour A, done que A/K est 
uniforme. On a done A/K = C(K). 
Remarque. J. D t e raz m’a signal6 qu’il existe une algebre uniforme 
de Dirichlet A, sur un compact X, telle que Re A ne sort pas normal 
sur X: prendre pour A la sous-algebre de l’algebre du disque form&e 
des fonctions constantes sur la suite e+@); n = 1, 2,..., et pour X le 
compact obtenu a partir du disque unite en identifiant ces points. 
3.4. Re A est-il retie&? 
Nous pouvons maintenant Ctudier si y(t) = 1 t 1 opere sur Re A, 
grace au lemme suivant: 
LEMME. Soit E un espace de Banach de fonctions reelles SW X. Si E 
est re’ticule’ (i.e., si q(t) = 1 t 1 opbre sur E) alors E est normal. 
Demonstration. Soient K et K’ deux sous-compacts disjoints de X. 
Soit u E E. Le probleme est de prolonger u/K en un Clement ii de E nul 
sur K’. E &ant dense dans CR(X) (d ‘a r&s le theoreme de Weierstrass- p 
Stone) il existe v E E telle que o < u sur K et z, > 211 ?I I& sur K’. 
Pour tout reel X la fonction: 
24, = inf{sup(u, w}, A} 
appartient A E et si on prend X = 11 u IIK la fonction: 
repond B la question. 
Le Theoritme 8 nous montre alors que: 
THI?OR&ME 10 [3]. Si A est une algebre unzforme sur X telle que 
A # C(X), Re A n’est pas reticula’. 
De la mCme facon on obtient a partir du ThCoreme 9: 
TH~OR&ME 11. Si A est une algkbre uniforme modulaire sur X, si K 
est un sous-compact de X tel que A/K # C(K), Re A/K n’est pas 
re’ticule’. 
Remarque. Dufresnoy a montre que si S, et S, sont deux suites 
d’interpolation pour l’algebre du disque A, Re A/S, U S, est toujours 
rCticul6 (et bien stir S, u S, n’est pas toujours d’interpolation) [17]. 
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3.5. Calcul symbolique t conjugaison de Fourier 
Pour toute fonction continue f sur le cercle T = R/27rz notons J? 
sa conjuguee definie formellement par: 
fl = +c sgn(n)f(n) eine. 
-m 
Notons ensuite: 
C(T) = (fe C(T);fE C(T)}. 
Puis, pour chaque sous-compact K de T: 
C(K) = {f/C f E q T)). 
Nous allons montrer: 
THBORBME 12. Soit K un sous-compact de T. On a la dichotomie: 
- Soit c(K) = C(K). 
* Soit se&es les fonctions afines (a2 + bZ + c; a EC, b EC, 
c E C) opknt ~247 c(K). 
Notons cs( T) = UE e(T); f reelle). Remarquons que c(T) = 
&(T) + icR( T). 11 suffit done de montrer la dichotomie analogue sur 
CR(T). Notant A = (f E C(T);f(n) = 0, Vn < 0}, A est une algebre 
uniforme sur T (algebre du disque) et on verifie aisement que 
Re A = es(T). Le theoreme est done une consequence immediate du 
ThCoreme 9 (Section 3.3) et de la proposition suivante: 
PROPOSITION 12. cR( T) est normal SW T. 
Demontrons done cette proposition (ou, ce qui revient au m&me, que 
c(T) est normal sur T). Notons M l’algebre des multiplicateurs de 
e;(T): 
M = {h E C(T); Vf E C(T), h -f E C(T)}. 
11 nous suffit bien sQr de montrer que, etant don&s deux compacts 
disjoints K et K’ de T, il existe h E M telle que h/K = 1 et h/K’ = 0. 
Et ceci decoule immediatement du lemme suivant, que nous dtmon- 
trons directement mais qui peut aussi se deduire de resultats d’analyse 
harmonique classique (cf. [18]). 
LEMME Toute fonction deux fois continuement dz$?rentiable st un 
multiplicateur de c(T). 
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D&monstration. Pour tout f E C(T), p our tout entier p, notons 
H,(f) = if(n) edne 
-2, 
z’( 2’) est une espace de Banach pour la norme: 
Pour montrer que C$), classe des fonctions indefiniment differen- 
tiables sur T, multiplie C(T), il suffit de montrer que pour tout 
polynome trigonometrique h on a: 
Soit done h = C+z C, eips. On a: 
H&f) = 2 CgeiPeH,(f). 
-n 
Mais II &,(f )lL -=c (I P I + l)N(f ). On a done: 
II&w)llm < (++w~ 
d’ou le resultat. 
3.6. Appendice: ThCoremes de de Leeuw et Katznelson. 
Nous nous proposons de resumer ici les demonstrations de deux 
rCsultats suivants, dus a de Leeuw et Katznelson [4], et que nous 
utilisons dans le texte. Pour plus de details voir le papier original de 
de Leeuw et Katznelson [4]. 
THEOR~ME A [4]. Soit E un sous-espace vectoriel de C’,(X), fermi! 
pour la convergence unijbme sur X, sbparant les points et contenant les 
co&antes. Si une fonction q non a@ae op.&e sur E, E = C,(X). 
Dbmonstration. Soit y operant sur E. Pour une fonction 12 bien 
choisie la convolee $ = 9 * k qui opere trivialement encore sur E 
(puisque E est uniforme), est de classe C” et assez proche de v pour 
que, si F est non affine, v’ = v * k soit non affine. En remplacant v’ 
par Ap)‘(t - to) - at + b, qui opere encore sur E, on peut done se 
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ramener B la situation suivante: il existe yr operant sur E, admettant 
un developpement limit6 a l’origine de la forme: 
9)1 = t2 + t2,(t) oti c(t)+0 quand t--+0. 
Pour tout entier n la fonction 9% definie par: 
v,(t) = ?Pcpl + = t2 + t% $ ( 1 ( 1 
opke sur E et, faisant tendre n vers l’infini on voit done que t2 opere 
sur E. Done E est une algebre et par suite, d’aprb le theoreme de 
Weierstrass-Stone, on a E = C,(X). 
THSOR&ME B [4]. Soit A une sous-algdbre de C(X), fermde pour la 
convergence uniforme sur X, sbparant les points et contenant les con&antes. 
Si une fonction non analytique opBre sur E, alors E = C(X). 
DCmonstration. Comme precedemment on se ramene au cas oh 
‘p est de classe C” et oh elle admet comme developpement limit6 
a l’origine: 
Y,(Z) = .z + I z I 4-q 
et en considerant: yJ.Z) = ny(Z/n) on montre que Z opere sur A, 
done que A est autoadjointe, d’ou A = C(X). 
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